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完全气体一维无粘可压振荡流动的一个解析解

(东南大学 )　黄典贵

摘　要: 通过研究得到了完全气体一维无粘可压振荡流动的

代数显式解析解 ,这一解析解不但在理论上有重要意义 ,还

可以作为检验各种数值解法的标准解。这一解析解具有比较
广泛的工程背景。
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1　引言

从流体力学的观点看 ,振荡意味着流体在流动

过程中 ,流动的各种参数值随时间而振荡的物理现
象 ,振荡流的这种物理现象 ,可以是流体自身固有
的 ,如紊流的脉动现象 ;也可以是由于外界条件引起
的 ,如鸟类在飞行时翅膀对空气扑击引起空气的振
荡等。在振荡流中 ,简谐振荡是振荡现象中最简单也
是最基本的一种振荡 ,且任何复杂的振荡现象都可
以通过简谐振荡的迭加而成。

对振荡流场的研究 ,是一个很有意义的研究课
题。飞机机翼的振动引起周围流场的振荡 ,而振荡流
场反过来会对机翼施加一个振荡作用力 ,在一定条
件下 ,这一振荡作用力可能会使机翼的振动不断增
大导致机翼的不稳定 ;在压气机、透平或水轮机等机
械中 ,叶片的振动引起周围流场的振荡 ,而振荡流场
反过来又作用于叶片 ,在一定条件下 ,这一振荡作用

力可能会使叶片的振动不断增大导致叶片的不稳
定。总之 ,在日常生活中 ,振荡流动随处可见 ,且振荡
流动常常与固体弹性结构耦合在一起 ,容易导致重
大的安全事故。因此 ,研究振荡流场很有意义。

振荡流体力学问题比起一般的定常流动问题来
要复杂得多 ,而解析解法在振荡流动中更为少见 ,最
早的一个例子被称为 Stoke流动 ,它是指一个无穷
大平板在静止不可压流体中作与平板面平行的简谐

振动时所产生的振荡流场
[ 1]

,这一解析解尽管受各
种限制 ,使其不容易找到与其相类似的应用场合 ,但
它毕竟是振荡流体力学中的首例解析解 ,所以在振
荡流体力学中还是很有地位的 ;再一个例子就是求
解不可压流体流经振动平板所产生的非定常气动力
的西奥道森方法 ,它以解析解的方式得到了不可压

流体流经振动薄平板上的非定常气动力
[2 ]
,要求攻

角为零 ,有一定的工程背景 ,可作为机翼或叶片等的

简化模型 ,但它要求无攻角且流体不可压 ,这在实际
应用中也是相当苛刻的。

本文得到的一个解析解当然也是有不少的限
制 ,但它比起前两种解法具有更广的工程背景 ,如鸟
类的翅膀对空气的扑击产生的振荡流场与非定常气
动力 ,机翼的振动产生的振荡流场与非定常气动力 ,

叶片或高层建筑的振动产生的振荡流场与非定常气

动力等 ,下面将作详细介绍。本文的研究旨在为这类
工程问题的数值计算提供有效的校验工具。

2　基本方程与解析解

对于理想气体 ,可以写出如下形式的流体力学
方程组:
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图 1　振动叶栅
示意图

方程组 ( 1)中 ,d是密度、

p是压力、 T是温度 ,V
→

是速度
矢量 ,它们除了是空间坐标的
函数外 ,还是时间 t的函数 ,k

是理想气体的比热比 , R是气
体常数。

定常流动时 ,方程形式如
下:
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方程组 ( 2)中 ,流场参数d、 P、 T和 V
～
 
只是空间

坐标的函数 ,与时间无关。

由于:

V
 

= V
～
 

+ V̂

 

d= d+ d̂

p = p + p̂

T = T + T̂

( 3)

式 ( 3)中 , P̂ 、 d̂、 T̂ 、 V̂
 
是流动参数的脉动量 ,

一般认为 ,脉动是小扰动。将式 ( 3)代入式 ( 1) ,略去

二阶小量 ,并对 p =
p

dk
dk = const  (p + p̂ ) k在d

处展开有:
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和
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( 5)

式 ( 2)中的前两个方程式代入式 ( 4)得:
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一般来讲 ,求解振荡流场问题时 ,首先求解定常
流场 ,当定常解得到后 ,再求解振荡流场 ,定常解通

常是求解振荡流场的必要条件 ,从式 ( 6)也可以看
出这一点。对于机翼周围的定常绕流 ,压气机或透平
叶片内的定常流动等问题 ,数值求解方法比较成熟 ,

已有相当多的实验结果可供数值解进行对照 ,数值
求解得到的定常流场已具有相当高的可信度与准确
性。因此 ,在求解振荡流场时 ,将已求得的定常流场
作为已知条件是可行的。

如图 1所示的叶栅 ,它是实际叶栅在某一径向
位置的截面 ,当叶片沿周向 ( y方向 )振动而来流参
数定常时 ,流场中任一位置处的任一流体参数脉动

量 q̂ 将只是 y和时间 t的函数 ,该脉动量 q̂ 在径向

和轴向的分量为零。也就是说 ,当来流定常 ,只有叶
片周向振动时 ,这类问题可简化成为一维问题。鸟类
的翅膀对空气的扑击产生的振荡流场 ,机翼的振动
产生的振荡流场 ,高层建筑的振动产生的振荡流场

等都可以认为脉动量 q̂ 只在与振动物体表面垂直
的方向上有分量 ,而在其它两个方向上脉动量为零。
方程组 ( 6)化成为如下形式:

Ld̂
Lt

+
L(dV̂ y + d̂Vy )

Ly
= 0

LV̂ y

Lt
+ Vy

LV̂ y
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LV̂ y
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+

kP

dk
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Ly

= 0

( 7)

式 ( 7)中 ,d、 p和 Vy是定常量 ,它要通过三维流
场的定常求解得到。也就是说 ,当研究定常来流 (如
远处风速一定的高层建筑、飞行速度一定的机翼 ,前

方进气参数定常的叶片等 )时 ,三维定常流中的d、 p

和 Vy对脉动流是有影响的 ,而 x方向上的定常速度

Vx与 z方向上的定常速度 Vz对这类振荡问题没有
影响。

为了便于寻求解析解 ,使上述问题简化是必要

的 ,因此 ,我们来研究定常为静止时的情形 ,即假定

定常流场中d、 p分别为常数 , Vy = 0,方程组 ( 7)化
成方程组 ( 8)的形式。如果在这样的条件下方程组
( 8)能找到解析解 ,对实际振荡流场问题的研究也
是具有相当大的指导意义的 ,特别对于振荡流场求
解的数值方法的考核很有意义 ,也就是说 ,要证明振
荡流场求解的数值方法可行有效 ,在定常为静止时 ,

用数值方法求得的振荡流场与用精确解求得的振荡

流场必须大体一致。

Ld̂ /Lt+ dLV̂ y /Ly = 0

LV̂ y /Lt + kpd- 2Ld̂ /Ly = 0
( 8)

既然简谐振荡是振荡现象中最简单也是最基本
的一种振荡 ,且任何复杂的振荡现象都可以通过简
谐振荡的迭加而成 ,因此 ,我们可以找到方程组 ( 8)

的简谐振荡形式的解析解。实际振荡流场可以是多
种振荡频率解的迭加 ,对不考虑紊流的振荡流体而
言 ,流体的振荡频率只与固体壁面的扰动频率有关 ,

即刚性固体壁面的振动效率 ,弹性固体壁面的固有
频率都可能使流体产生与之相应的振荡频率。

方程组 ( 8)有如下形式的解析解:

V̂ y = ∑
i
(Ci co sri y + Di sinri y ) co skit

d̂ =
d3

kd
∑
i
(Ci sinri y - Di cosri y ) sinki t

( 9)

将式 ( 9)中的 d̂代入式 ( 5)有:
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p̂ = kpd∑
i
(Ci sinriy - Di cosri y ) sinki t

T̂ = (k - 1)
T
kR
∑
i
(Ci sinri y - Di co sri y ) sinki t

( 10)

其中 ,ki为流体脉动的圆频率 ,它们分别是刚性
固体壁面的扰动频率 ,弹性固体壁面的固有频率 ,

Ci ,Di为常数 ,可由一维振荡流的首尾两个边界来确

定 , ri = ki
d

kp
。也就是说 ,当首尾两个边界确定

后 ,常数 Ci ,Di 可求 ,这样 ,整个一维流场的振荡解
就由式 ( 9)和 ( 10)精确表达。

3　例子

设在一个圆柱状腔体内 ,介质是理想气体 (空
气 ) ,如图 2所示 , E是固定壁面 ,F是一个以k圆频
率在 x1 = x 0附近振动的刚体 ,求腔体内振荡流场的
解析解。

这一问题中 ,固体边界 E的运动速度为零 , F的
运动速度是 uB = Akcoskt。腔体内空气的脉动圆频
率只有k一个分量 ,不可能有其它的频率分量。因

图 2　例 1的示意图

此 ,由式 ( 9)和式 ( 10)可得到腔体内脉动流场解析

解的通解。

V̂ x = (Cco srx + D sinrx ) coskt

d̂ =
d3

kp
(C sinrx - D co srx ) sinkt

p̂ = kpd(C sinrx - Dco srx ) sinkt

T̂ = (k - 1)
T
kR

(C sinrx - Dcosrx ) sinkt

( 11)

其中 , r = k d/kp ,常数 C和 D由下面的边界条件

确定。

由 x = 0时 , V̂ x = 0,有 C = 0

由 x = x1时 ,

V̂ x
1 = (Ccosrx 1+ D sinrx 1 ) co skt = Akco skt

有: D = Ak/sin [r (x 0 + A sinkt ) ]

将 C和 D代入式 ( 11)就得到了这一问题的解

析解:

V̂ x =
Ak

sin [r( x 0+ A sinkt ) ]
sin( rx ) coskt

d̂ =
d3

kd

Ak
sin [r (x 0+ Asinkt ) ]co s(rx ) sinkt

p̂ = kpd
Ak

sin [r( x 0+ A sinkt ) ]
cos( rx ) sinkt

T̂ = ( 1 - k )
T
kR

Ak
sin [r( x 0+ Asinkt) ]

co s(rx ) sinkt

( 12)

取 p = 1 M Pa,d= 1. 0 kg /m3 ,k = 1. 4, A =

0. 000 01 m ,k= 314(弧度 /秒 ) ,x 0 = 1. 0 m,由式

( 12)得固体边界 E上的压力函数为:

p̂ = kpd
Ak

sin [r ( x0 + Asinkt ) ] sinkt ,图 3

是固体边界 E上的压力曲线。

图 3　例 1固体边界 E上的压力曲线

4　结论

本文通过数学推导 ,得到了完全气体一维无粘
可压振荡流动的代数显式解析解 ,这一解析解不但
在理论上有重要意义 ,还可以作为检验各种数值解
法的标准解 ,这一解析解具有比较广泛的工程背景。
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