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摘　要:应用二阶全展开 ETG 有限元方法离散求解 N-S 方

程和能量方程 ,并以零初值方腔自然对流问题为例进行了数

值模拟。计算了不同瑞利数条件下方腔自然对流的流场和

温度场 , 最终达到的稳态结果与标准数值解符合很好 , 并且

较好地反映了流场和温度场的时间演化过程 ,特别是捕捉到

了分叉前后流场中涡结构的变化。 结果表明二阶全展开

ETG有限元方法有较好的稳定性和较高的精度 ,在计算温度

场和流场的时间演化过程方面有一定优点。
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1　引　言

在计算传热学领域内 ,关于自然对流换热的数

值模拟已经取得了许多成果。一般来说 ,定常条件

下平均温度场和平均速度场的计算在一定的瑞利数

和雷诺数范围内较有把握 ,而对于非定常条件下或

因大尺度分叉导致的时变过程的计算 ,特别是分叉

点的确定 ,仍存在许多有待研究的问题。笔者等发

展的二阶全展开 ETG有限元方法应用于计算流场

中大尺度涡的时间演化过程取得了较好的效果[ 1-3] 。

本文拟将这一方法推广于自然对流换热的数值模

拟 ,重点在于反映其时变过程 ,特别是涡结构发生变

化时的瞬刻状态 ,并以计算传热经常用作“标模”的

方腔零初值低瑞利数的自然对流换热为例 ,来检验

其有效性 。

2　控制方程及数值方法

2.1　基本方程

分别取无因次长度 、时间 、速度 、压力和温度为
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对流基本方程的无因次形式:
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式中:ρ-密度;u i -速度;p-压力;T -温度;

H - 特 征 长 度;Pr - 普 朗 特 数;Ra =

gβΗ3(TR -TL)
αv

为瑞利数 ,其中 T L和 TR 分别为方

腔左右侧的温度 , α为对流换热系数 , β为膨胀系数 ,

v 为运动粘度;带星号的量为有因次物理量 ,不带星

号的量为无因次物理量 。

2.2　数值方法

本文采用笔者等所发展的二阶全展开 ETG 有

限元方法对方程进行离散 ,通过对式(2)和(3)中的

时变项进行 Taylor 展开 ,并把时间导数用空间导数

来代替 ,其作用相当于引入了人工粘性。对于 N-S方

程(2)的离散与文献[ 1] 类似 ,此处仅给出离散能量

方程的过程。采用二阶全展开 ETG 有限元法处理式

(3),整理后可得:
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采用标准 Galerkin方法 , 有限元积分表达式可

化为:
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将:
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代入上式有:
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以上完成了单元的分析 , 在计算域内将所有单

元的有限元方程进行迭加 ,从而构成总体的有限元

方程:

AT
n+1 =(BTn +CT

n)Δt +AT
n (11)

上式这种离散格式隐含了流线迎风的耗散作

用 ,具有较高的精度和稳定性 。

2.3　零初值方腔自然对流的数值模拟

方腔自然对流的几体形状及边界条件如图 1所

示 ,计算采用的网格为 81×81的均匀网格 ,普朗特

数为 0.71 ,瑞利数分别为 10
3
、10

4
、10

5
和 10

6
。

图 1　方腔自然对流的计算模型

表 1　主要参数对比表

Ra 结果 umax y vmax x Nu

103 本文 3.650 0.813 3.700 0.176 1.115
标准解[ 4] 3.649 0.813 3.697 0.178 1.118

104 本文 16.186 0.824 19.608 0.122 2.248
标准解[ 4] 16.178 0.823 19.617 0.119 2.243

105 本文 34.628 0.850 68.124 0.072 4.536
标准解[ 4] 34.722 0.855 68.590 0.066 4.519

106 本文 64.845 0.852 219.433 0.041 8.825
标准解[ 4] 64.630 0.850 219.360 0.0379 8.800

3　结果分析

不同瑞利数下达到稳态时的流线图和等温线图

分别如图 2的(a)～ (d)所示 ,与标准数值解
[ 4]
及其

他学者[ 5-6]计算得到的曲线符合得很好 。表 1中列

出了达到稳态时垂直中心线上的最大水平速度及其

位置 、水平中心线上的最大垂直速度及其位置和空

间平均 Nu 数 ,并与数值标准解进行了比较 ,本文的

计算结果与数值标准解符合较好 ,表明本文所采用

的二阶全展开 ETG 有限元格式具有较高的精度和

稳定性 。

图 2　不同瑞利数下达到稳态时的

流线图(左图)和等温线图(右图)

另外本文还给出了 Ra=10
6
条件下不同时刻的

流线图和等温线图(图中标注时刻为无因次时间),

如图 3所示 ,从图中可以清晰地看到流场和温度场
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的变化过程。

图 3　Ra=106 不同时刻的流线图

(左图)和等温线图(右图)

从图 3(c)和(d)中看出 ,随着时间变化 ,流场中

的涡结构发生了变化 ,由一对内涡迅速发展为三涡

状态 ,具体时间为 t =4.5 ～ 4.6 ,这是低瑞利数下分

叉的表现形式 。由初始状态发展到最后的稳定状

态 ,流场中的涡结构要发生多次分叉 ,采用二阶全展

开 ETG有限元方法均能捕捉到 ,本文只给出这一阶

段旋涡结构的瞬间变化 ,如图 4所示 ,可以清晰地看

到流场中两个大涡拉伸而产生第三个涡的过程。与

前人的工作相比 ,关于旋涡的时间演化及结构演化

的细部描述方面 ,二阶全展开 ETG有限元方法具有

明显优势 。

4　结　语

(1)采用二阶全展开 ETG有限元方法对低瑞利

数下的零初值方腔自然对流进行了数值模拟 ,计算

了不同瑞利数下的流场和温度场 ,达到稳态时的流

线图 、等温线图及主要参数均与标准数值解符合较

好 ,表明二阶全展开 ETG有限元方法在计算温度场

和流场方面具有较高的稳定性和精度 。

图 4　涡结构的变化

(2)采用二阶全展开 ETG有限元方法可以很好

地反映温度场和流场的时变过程 ,提供了丰富的温

度场与流场信息 ,并且捕捉到了流场中涡结构的变

化细节。同时该方法与大涡模拟的结合 ,特别适合

于描述湍流温度场及流场中大尺度涡系的时间演

化 ,有关工作将另文阐述。
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